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Àííîòàöèÿ
àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î êîíå÷íîé ïîðîæäåííîñòè êëàññîâ ìîíîòîííûõ óíêöèé
k -çíà÷íîé ëîãèêè. Íàéäåíû óñëîâèÿ êîíå÷íîé ïîðîæäåííîñòè êëàññîâ óíêöèé, ìîíî-
òîííûõ îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ ñïåöèàëüíîãî âèäà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: óíêöèè k -çíà÷íîé ëîãèêè, êëàññû ìîíîòîííûõ óíêöèé, êîíå÷-
íî ïîðîæäåííûå çàìêíóòûå êëàññû.
Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ çàìêíóòûå êëàññû ìîíîòîííûõ óíêöèé k -çíà÷íîé ëî-
ãèêè. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ óíêöèé èìååò êîíå÷íûé
áàçèñ [1℄, à äëÿ ëþáîãî k ≥ 3 â Pk ñóùåñòâóþò çàìêíóòûå êëàññû êàê ñî ñ÷åòíûì
áàçèñîì, òàê è íå èìåþùèå áàçèñà [2℄. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè îòñóòñòâóåò ïîëíîå
îïèñàíèå âñåõ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ êëàññîâ óíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè äàæå
äëÿ ñåìåéñòâà âñåõ ïðåäïîëíûõ êëàññîâ. Ïðè k ≤ 7 âñå ïðåäïîëíûå êëàññû â Pk
ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûìè [3℄, à íà÷èíàÿ ñ k = 8 , ñóùåñòâóþò ïðåäïîëíûå
êëàññû ìîíîòîííûõ óíêöèé, íå èìåþùèå êîíå÷íîãî áàçèñà [4℄ (ñì. òàêæå [5℄).
Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ êîíå÷íîé ïîðîæäåííîñòè çàìêíóòûõ êëàññîâ
óíêöèé, ìîíîòîííûõ îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ ñïåöèàëü-
íîãî âèäà.
Ïóñòü Q , R  ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, Q′ ⊂ Q , f : Q → R .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç f |Q′ îòîáðàæåíèå Q
′ → R , ñîâïàäàþùåå ñ f íà âñåõ ýëåìåíòàõ
ìíîæåñòâà Q′ . Ïóñòü f ′  íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå Q′ →R . Äîîïðåäåëåíèåì îòîá-
ðàæåíèÿ f ′ íà ìíîæåñòâî Q áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå f : Q → R òàêîå ÷òî
îòîáðàæåíèå f|Q′ ñîâïàäàåò ñ f
′
.
Ïóñòü P  ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. ×åðåç MP áóäåì îáîçíà÷àòü
êëàññ âñåõ óíêöèé, ìîíîòîííûõ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà P . ×åðåç MP(n) áóäåì
îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ óíêöèé îò n ïåðåìåííûõ èç êëàññà MP .
Ïóñòü A  êîíå÷íàÿ ñèñòåìà óíêöèé èç Pk , Φ  îðìóëà íàä A . Ïîëîæèì
D(Φ) = 0 , åñëè Φ  òðèâèàëüíàÿ îðìóëà (òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëîì ïåðåìåííîé),
D(Φ) = 1 + maxD(Φi) , åñëè îðìóëà Φ èìååò âèä ϕ(Φ1,Φ2, . . . ,Φk) , ãäå ϕ ∈ A ,
Φ1, . . . ,Φk  íåêîòîðûå îðìóëû íàä A , ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì i = 1, . . . , k ;
âåëè÷èíà D(Φ) íàçûâàåòñÿ ãëóáèíîé îðìóëû Φ .
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü P è Q  ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, P ⊂ Q .
Ïóñòü ñóùåñòâóåò ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå ϕ : Q → P òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî
ýëåìåíòà x ∈ P âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ϕ(x) = x . Ïóñòü ñóùåñòâóåò âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå ξ : Q → Pξ ⊆ P
r
, r ≥ 2, òàêîå, ÷òî
îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ξ−1 : Pξ → Q äîîïðåäåëÿåòñÿ äî ìîíîòîííîãî îòîáðà-
æåíèÿ Ξ : Pr → Q . Òîãäà êëàññ MP âñåõ óíêöèé, ìîíîòîííûõ îòíîñèòåëüíî
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ìíîæåñòâà P , èìååò êîíå÷íûé áàçèñ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà êëàññ
MQ âñåõ óíêöèé, ìîíîòîííûõ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Q , èìååò êîíå÷íûé
áàçèñ.
Ýòîò ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç äîêàçàííûõ íèæå òåîðåì 2 è 3.
Ïóñòü P è Q  ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, P ⊂ Q . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
M′Q ñåìåéñòâî âñåõ óíêöèé èç MQ , ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà P .
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî M′Q  çàìêíóòûé êëàññ óíêöèé.
Ëåììà 1. Ïóñòü P è Q  ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, P ⊂ Q .
Ïóñòü ñóùåñòâóåò ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå ϕ : Q → P òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî
ýëåìåíòà x ∈ P âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ϕ(x) = x . È ïóñòü êëàññ M′Q èìååò
êîíå÷íûé áàçèñ. Òîãäà êëàññ MP èìååò êîíå÷íûé áàçèñ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîé óíêöèè F (x1, . . . , xn) ∈M
′
Q ïîñòàâèì â ñîîòâåò-
ñòâèå óíêöèþ fF (x1, . . . , xn) ∈MP : ïîëîæèì fF = F|Pn . Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîé
óíêöèè F ∈ M′Q ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíà óíêöèÿ fF ∈ MP . Êðîìå òîãî, äëÿ
êàæäîé óíêöèè f ∈MP íàéäåòñÿ óíêöèÿ F ∈ M
′
Q òàêàÿ, ÷òî f = fF . Äåéñòâè-
òåëüíî, ðàññìîòðèì óíêöèþ F (x1, . . . , xn) , çàäàííóþ íà êàæäîì íàáîðå σ˜ ∈ Q
n
ðàâåíñòâîì F (σ1, . . . , σn) = f(ϕ(σ1), . . . , ϕ(σn)) . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îïðåäåëåííàÿ
òàêèì îáðàçîì óíêöèÿ F ìîíîòîííà, íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèé èç ìíîæåñòâà Q\P
è ñîâïàäàåò ñ óíêöèåé f íà âñåõ íàáîðàõ èç Pn . Ñëåäîâàòåëüíî, f = fF .
Ïóñòü íåêîòîðàÿ óíêöèÿ F (x1, . . . , xn) ∈ M
′
Q ïðåäñòàâëÿåòñÿ îðìóëîé íàä
ìíîæåñòâîì M′Q :
F = F0(Φ1, . . . ,Φm),
ãäå F0 ∈ M
′
Q(m) , îðìóëà Φi ëèáî ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëîì ïåðåìåííîé, ëèáî ðåàëè-
çóåò íåêîòîðóþ óíêöèþ Fi ∈ M
′
Q , i = 1, . . . ,m . Ïîêàæåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ
óíêöèÿ fF (x1, . . . , xn) ∈ MP ïðåäñòàâëÿåòñÿ îðìóëîé íàä MP :
fF = fF0(Θ1, . . . ,Θm), (1)
ãäå îðìóëà Θi âûðàæàåò óíêöèþ fFi , åñëè îðìóëà Φi ðåàëèçóåò óíêöèþ Fi ,
è Θi ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëîì ïåðåìåííîé xji , åñëè îðìóëà Φi ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëîì ïåðå-
ìåííîé xji , i = 1, . . . ,m , xji ∈ {x1, . . . , xn} . Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì óíêöèþ,
ðåàëèçóåìóþ îðìóëîé fF0(Θ1, . . . ,Θm) , ÷åðåç g(x˜) . àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé
íàáîð σ˜ ∈ Pn . Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . ,m âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Fi(σ˜) = fFi(σ˜) ,
à çíà÷èò, íàáîðû (Φ1(σ˜), . . . ,Φm(σ˜)) è (Θ1(σ˜), . . . ,Θm(σ˜)) ñîâïàäàþò. Êðîìå òî-
ãî, ýòè íàáîðû íå ñîäåðæàò ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Q \ P . Ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî
F0(Φ1(σ˜), . . . ,Φm(σ˜)) = fF0(Θ1(σ˜), . . . ,Θm(σ˜)),
à çíà÷èò, F (σ˜) = g(σ˜) . Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî íàáîðà σ˜
èç Pn , ñëåäîâàòåëüíî, g = fF .
Ïóñòü M′Q = [A] , ãäå A = {G1, . . . , Gk} ⊂ M
′
Q . Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ìíîæåñòâî
óíêöèé {fG1 , . . . , fGk} . àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ óíêöèþ F (x˜) èç M
′
Q . Èí-
äóêöèåé ïî ãëóáèíå îðìóëû íàä A , âûðàæàþùåé óíêöèþ F , ñ èñïîëüçîâàíèåì
ñîîòíîøåíèÿ (1) íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî fF (x˜) ∈ [B] . Äàëåå, êàê ïîêàçàíî âûøå,
äëÿ êàæäîé óíêöèè f ∈ MP íàéäåòñÿ óíêöèÿ F ∈ M
′
Q òàêàÿ, ÷òî f = fF .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî MP = [B] .
Òåîðåìà 2. Ïóñòü P è Q  ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, P ⊂ Q .
Ïóñòü ñóùåñòâóåò ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå ϕ : Q → P òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäî-
ãî ýëåìåíòà x ∈ P âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ϕ(x) = x . Ïóñòü òàêæå ñóùåñòâóåò
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âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå ξ : Q → Pξ ⊆ P
r, r ≥ 2 , òàêîå,
÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ξ−1 : Pξ → Q äîîïðåäåëÿåòñÿ äî ìîíîòîííîãî îòîá-
ðàæåíèÿ Ξ : Pr → Q . È ïóñòü êëàññ MQ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì. Òîãäà
êëàññ MP ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî êëàññ M′Q ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì.
Ïî ëåììå 1 îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî è êëàññ MP ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåí-
íûì.
àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ óíêöèþ F (x˜) ∈MQ(n) . Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò




αF (ξ(σ1), . . . ξ(σn)) = F (σ1, . . . , σn). (2)
Äåéñòâèòåëüíî, ñîîòíîøåíèå (2) çàäàåò íà ìíîæåñòâå Qrn ÷àñòè÷íóþ óíêöèþ
αF ′′ , îïðåäåëåííóþ íà âñåõ íàáîðàõ èç Pnξ ⊆ P
rn ⊂ Qrn âèäà
(̺1
1




, . . . , ̺r
2
, . . . , ̺1n, . . . , ̺
r
n),
ãäå (̺1i , . . . , ̺
r
i ) = ξ(σi) , i = 1, . . . , n . Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå Q
rn
÷àñòè÷íóþ
óíêöèþ αF ′ : äëÿ êàæäîãî íàáîðà èç Prn ïîëîæèì
αF ′(̺1
1




, . . . , ̺r
2









, . . . , ̺r
2
), . . . ,Ξ(̺1n, . . . , ̺
r
n)).
Èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ξ ñëåäóåò, ÷òî αF ′ |Pn
ξ
= αF ′′ , òî åñòü óíêöèÿ
αF ′ ÿâëÿåòñÿ äîîïðåäåëåíèåì ÷àñòè÷íîé óíêöèè αF ′′ . Êðîìå òîãî, èç ìîíîòîí-
íîñòè óíêöèè F è îòîáðàæåíèÿ Ξ ñëåäóåò, ÷òî óíêöèÿ αF ′ ìîíîòîííà. Äàëåå
îïðåäåëèì óíêöèþ αF ′ íà ìíîæåñòâå Qrn : äëÿ êàæäîãî íàáîðà èç Qrn ïîëîæèì
αF (σ1, . . . , σrn) = αF
′(ϕ(σ1), . . . , ϕ(σrn)).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óíêöèÿ αF ìîíîòîííà è ÿâëÿåòñÿ äîîïðåäåëåíèåì ÷àñòè÷íîé
óíêöèè αF ′ , à çíà÷èò, è äîîïðåäåëåíèåì ÷àñòè÷íîé óíêöèè αF ′′ . Ñëåäîâàòåëü-
íî, äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (2).
Ïóñòü σ ∈ Q è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ξ(σ) = (̺σ
1
, . . . , ̺σr ) , ãäå (̺
σ
1
, . . . , ̺σr ) ∈ Pξ ⊆
⊆ Pr . Îïðåäåëèì r îòîáðàæåíèé Q → P : äëÿ êàæäîãî σ ∈ Q ïîëîæèì ξi(σ) =
= ̺σi , i = 1, . . . , r . Èç ìîíîòîííîñòè îòîáðàæåíèÿ ξ ñëåäóåò, ÷òî âñå îòîáðàæåíèÿ
ξ1, . . . , ξr ìîíîòîííû.
Â ñèëó âêëþ÷åíèÿ P ⊂ Q ìîíîòîííûå îòîáðàæåíèÿ ξ1, . . . , ξr, ϕ : Q → P ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê óíêöèè èç M′Q(1) . Ïóñòü F (x˜)  ïðîèçâîëüíàÿ óíêöèÿ èç
MQ(n) . Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , r îáîçíà÷èì ÷åðåç ξiF (x˜) óíêöèþ ξi(F (x˜)) . Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç ϕF (x˜) óíêöèþ ϕ(F (x˜)) . Çàìåòèì, ÷òî ξ1F, . . . , ξrF, ϕF ∈ M
′
Q(n) .
Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé óíêöèè F (x1, . . . , xn) ∈ MQ(n) èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëå-
íèå
F (x˜) = F0(F1(x˜), . . . , Fm(x˜)),
ãäå F0 ∈ MQ(m) , F1, . . . , Fm ∈ MQ(n) . Ïóñòü σ˜  ïðîèçâîëüíûé íàáîð èç Q
n
.
Ïîëîæèì γi = Fi(σ˜) , i = 1, . . . ,m . Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (2) è îïðåäåëåíèþ
óíêöèé ξ1(x), . . . , ξr(x)
F0(γ1, . . . , γm) = αF0(ξ(γ1), . . . , ξ(γm)) =
= αF0(ξ1(γ1), . . . , ξr(γ1), . . . , ξ1(γm), . . . , ξr(γm)),
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à çíà÷èò, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
F (σ˜) = αF0(ξ1F1(σ˜), . . . , ξrF1(σ˜), . . . , ξ1Fm(σ˜), . . . , ξrFm(σ˜)). (3)
Òàêèì îáðàçîì, óíêöèÿ F (x˜) ∈ MQ(n) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
F (x˜) = αF0(ξ1F1(x˜), . . . , ξrF1(x˜), . . . , ξ1Fm(x˜), . . . , ξrFm(x˜)). (4)
àññìîòðèì íåêîòîðóþ óíêöèþ F (x˜) ∈ M′Q(n) . Ïóñòü èìååò ìåñòî ïðåä-
ñòàâëåíèå F (x˜) = F0(F1(x˜), . . . , Fm(x˜)) , ãäå F0 ∈ MQ(m) , F1, . . . , Fm ∈ MQ(n) .
Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
F (x˜) = ϕαF0(ξ1F1(x˜), . . . , ξrF1(x˜), . . . , ξ1Fm(x˜), . . . , ξrFm(x˜)). (5)
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü σ˜  ïðîèçâîëüíûé íàáîð èç Qn . Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (3).
Îáîçíà÷èì íàáîð (ξ1F1(σ˜), . . . , ξrF1(σ˜), . . . , ξ1Fm(σ˜), . . . , ξrFm(σ˜)) ÷åðåç β˜σ . Òàê
êàê óíêöèÿ F (x˜) íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèé èç Q \ P , òî αF0(β˜σ) ∈ P äëÿ êàæ-
äîãî íàáîðà σ˜ ∈ Qn . Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (3) îñòàíåòñÿ âåðíûì, åñëè óíêöèþ αF0
çàìåíèòü íà ϕαF0 . Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (5) óñòàíîâëåíî.
Ïóñòü MQ = [C] , ãäå C = {G1, . . . , Gk} ⊂ MQ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç G
′
1
, . . . , G′s
óíêöèè èç C , ïðèíàäëåæàùèå êëàññó M′Q (0 ≤ s < k ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç D
ìíîæåñòâî {G′
1
, . . . , G′s, ξj(x), ξjGi, ξjαGi, ϕαGi} , ãäå i = 1, . . . , k , j = 1, . . . , r ;
î÷åâèäíî, ÷òî D ⊂M′Q .
Ïîêàæåì, ÷òî M′Q = [D] . àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ óíêöèþ F ∈ M
′
Q .
Åñëè F  îäíà èç óíêöèé G′
1
, . . . , G′s , òî î÷åâèäíî, ÷òî F ∈ D . Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ðàññìîòðèì îðìóëó íàä ìíîæåñòâîì C , ðåàëèçóþùóþ óíêöèþ F : F =
= G(F1, . . . , Fm) , ãäå G ∈ C , F1, . . . , Fm ∈ [C] . Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (5) âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî
F = ϕαG(ξ1F1, . . . , ξrF1, . . . , ξ1Fm, . . . , ξrFm).
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé óíêöèè F ∈ MQ è äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , r
âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå ξjF ∈ [D] (äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ãëó-
áèíå îðìóëû íàä C , âûðàæàþùåé óíêöèþ F , ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ
(4)). Ïîýòîìó ξjFi ∈ [D] äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m , j = 1, . . . , r . Êðîìå òîãî, ϕαG ∈ D .
Ñëåäîâàòåëüíî, F ∈ [D] . Òàêèì îáðàçîì, êëàññ M′Q ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåí-
íûì.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü P è Q  ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, P ⊂ Q .
Ïóñòü ñóùåñòâóåò ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå ϕ : Q → P òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäî-
ãî ýëåìåíòà x ∈ P âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ϕ(x) = x . Ïóñòü òàêæå ñóùåñòâóåò
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå ξ : Q → Pξ ⊆ P
r
, r ≥ 2 , òàêîå,
÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ξ−1 : Pξ → Q äîîïðåäåëÿåòñÿ äî ìîíîòîííîãî îòîá-
ðàæåíèÿ Ξ : Pr → Q . È ïóñòü êëàññ MP ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì. Òîãäà
êëàññ MQ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî êëàññ M′Q ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæ-
äåííûì.
àññìîòðèì óíêöèþ f(x1, . . . , xs) ∈ MP . Î÷åâèäíî, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà
n è p , n ≥ 1 , 0 ≤ p < r , ÷òî s = (n − 1)r + p . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f ∈ MP(rn) ,
äîáàâèâ, åñëè íóæíî, â óíêöèþ f íåñóùåñòâåííûå ïåðåìåííûå (íå áîëåå ÷åì r−p
ïåðåìåííûõ). Îïðåäåëèì óíêöèþ ψf ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîãî íàáîðà
σ˜ = (σ1, . . . , σn) ïîëîæèì
ψf (σ˜) = f(ξ(σ1), . . . , ξ(σn)). (6)
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ψf ∈M
′
Q .
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîé óíêöèè F (x1, . . . , xn) ∈ M
′
Q(n) íàéäåòñÿ óíê-
öèÿ f ∈ MP(rn) òàêàÿ, ÷òî F = ψf . Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì óíêöèþ
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r
n)). (7)
Èç ìîíîòîííîñòè óíêöèè F è îòîáðàæåíèÿ Ξ ñëåäóåò, ÷òî òàê îïðåäåëåííàÿ
óíêöèÿ f ìîíîòîííà. Äëÿ ýòîé óíêöèè f ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ óíê-
öèþ ψf . Â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (6) è (7) äëÿ êàæäîãî íàáîðà σ˜ ∈ Q
n
âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
ψf (σ1, . . . , σn) = f(ξ(σ1), . . . , ξ(σn)) = F (Ξ(ξ(σ1)), . . . ,Ξ(ξ(σn))) = F (σ1, . . . , σn).
Òàêèì îáðàçîì, F = ψf .
Ïóñòü f(x1, . . . , xm) ∈ MP . Îáîçíà÷èì ÷åðåç f̂ óíêöèþ èç M
′
Q(m) òàêóþ,
÷òî f̂ |Pm= f (ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîé óíêöèè f ∈ MP íàéäåòñÿ óíêöèÿ
f̂ ∈M′Q ñ òàêèì ñâîéñòâîì; çàìåòèì, ÷òî óíêöèÿ f̂ îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî).
Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé óíêöèè f(x˜) ∈MP(rn) èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå
f(x˜) = f0(f1(x˜), . . . , fm(x˜)),
ãäå f0 ∈MP(m), f1, . . . , fm ∈ MP(rn) . Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
ψf (y1, . . . , yn) = f̂0(ψf1(y1, . . . , yn), . . . , ψfm(y1, . . . , yn)). (8)
Óñòàíîâèì ñíà÷àëà ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ
ψf (y1, . . . , yn) = f0(ψf1(y1, . . . , yn), . . . , ψfm(y1, . . . , yn)). (9)
àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íàáîð σ˜ = (σ1, . . . , σn) ∈ Q
n
. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ˜̺ =
= (̺1
1
, . . . , ̺r
1
, . . . , ̺1n, . . . , ̺
r
n) íàáîð (ξ(σ1), . . . , ξ(σn)) , ˜̺∈ P
rn
. Èìååì
f0(ψf1(σ˜), . . . , ψfm(σ˜)) = f0(f1(˜̺), . . . , fm(˜̺)) =
= f(˜̺) = f(ξ(σ1), . . . , ξ(σn)) = ψf (σ˜).
Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (9) óñòàíîâëåíî.
Äàëåå, òàê êàê ψf1 , . . . , ψfm ∈ M
′
Q , òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà σ˜ ∈ Q
n
íàáîð
(ψf1 (σ˜), . . . , ψfm(σ˜)) íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Q \ P . Ïîýòîìó ðàâåíñòâî
(9) îñòàíåòñÿ âåðíûì, åñëè óíêöèþ f0 ∈ MP çàìåíèòü íà óíêöèþ f̂0 ∈ M
′
Q ,
ñîâïàäàþùóþ ñ f0 íà âñåõ íàáîðàõ èç P
m
.
Èòàê, ñîîòíîøåíèå (8) óñòàíîâëåíî.
Ïóñòü MP = [A] , ãäå A = {g1, . . . , gk} ⊂ MP . Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ìíîæå-
ñòâî óíêöèé {ĝ1, . . . , ĝk, ψg1 , . . . , ψgk , ψe1 , . . . , ψer} , ãäå ei  r -ìåñòíûå ñåëåêòîð-
íûå óíêöèè â MP , òî åñòü ei(x1, . . . , xr) = xi , i = 1, . . . , r .
àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ óíêöèþ f ∈MP . Èíäóêöèåé ïî ãëóáèíå îðìóëû
íàä A , âûðàæàþùåé óíêöèþ f , ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ (8) íåòðóäíî ïî-
êàçàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ψf ∈ [B] . Äàëåå, êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå,
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äëÿ ëþáîé óíêöèè F ∈ M′Q íàéäåòñÿ òàêàÿ óíêöèÿ f ∈ MP , ÷òî F = ψf .
Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé óíêöèè F ∈M′Q âûïîëíÿåòñÿ F ∈ [B] .
Òàêèì îáðàçîì, M′Q = [B] .
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî êëàññ MQ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì.
Ïóñòü σ ∈ Q è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ξ(σ) = (̺σ
1
, . . . , ̺σr ) , ãäå (̺
σ
1
, . . . , ̺σr ) ∈
∈ Pξ ⊆ P
r
. Îïðåäåëèì r îòîáðàæåíèé Q → P : äëÿ êàæäîãî σ ∈ Q ïîëîæèì
ξi(σ) = ̺
σ
i , i = 1, . . . , r . Èç ìîíîòîííîñòè îòîáðàæåíèÿ ξ ñëåäóåò, ÷òî âñå îòîáðà-
æåíèÿ ξ1, . . . , ξr ìîíîòîííû. Â ñèëó âêëþ÷åíèÿ P ⊂ Q ýòè îòîáðàæåíèÿ ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê óíêöèè èç M′Q(1) .
Ïóñòü F (x˜)  ïðîèçâîëüíàÿ óíêöèÿ èç MQ(n) . Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , r
îáîçíà÷èì ÷åðåç ξiF (x˜) óíêöèþ ξi(F (x˜)) . Çàìåòèì, ÷òî ξ1F, . . . , ξrF ∈ M
′
Q(n) .
Îïðåäåëèì óíêöèþ χ(x1, . . . , xr) ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîãî íàáîðà
(σ1, . . . , σr) ∈ Q
r
ïîëîæèì χ(σ1, . . . , σr) = Ξ(ϕ(σ1), . . . , ϕ(σr)) . Èç ìîíîòîííîñòè
îòîáðàæåíèé ϕ è Ξ ñëåäóåò, ÷òî óíêöèÿ χ ìîíîòîííà. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî
íàáîðà ˜̺= (̺1, . . . , ̺r) ∈ P
r
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî χ(˜̺) = Ξ(˜̺) .
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé óíêöèè F (x1, . . . , xn) ∈ MQ âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî
F (x˜) = χ(ξ1F (x˜), . . . , ξrF (x˜)). (10)
Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ óíêöèè F èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå
F (x˜) = Ξ(ξ1F (x˜), . . . , ξrF (x˜)). (11)
Äàëåå, äëÿ êàæäîãî íàáîðà σ˜ = (σ1, . . . , σn) ∈ Q
n
íàáîð (ξ1F (σ˜), . . . , ξrF (σ˜)) íå
ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Q \ P . Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (11) îñòàíåòñÿ âåðíûì,
åñëè çàìåíèòü îòîáðàæåíèå Ξ íà óíêöèþ χ ∈MQ(r) .
Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (10) óñòàíîâëåíî.
Èç ñîîòíîøåíèÿ (10) ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ óíêöèÿ F ∈ MQ ïðåäñòàâëÿåòñÿ
îðìóëîé íàä ìíîæåñòâîì {χ}∪M′Q . Ñëåäîâàòåëüíî,MQ = [M
′
Q∪{χ}] . Ñîãëàñíî
ïðåäûäóùèì ðàññóæäåíèÿì, êëàññ M′Q ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì.
Òàêèì îáðàçîì, êëàññ MQ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÔÈ (ïðîåêò  08-01-00863)
è ïðîãðàììû ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë Ô (ïðîåêò ÍØ-4470.2008.1).
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